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Resumen
En  este  artículo  se  proporciona  una  cota  inferior  del  primer  valor  propio  de Neumann para 
un dominio euclídeo con simetría con respecto al origen.
Palabras claves: valor propio, cota inferior, problema de valores propios de Neumann.
Abstract
In this paper, we provide a lower bound of the ﬁ rst Neumann eigenvalue of a Euclidean 
domain with symmetry regarding the origin.
Keywords: eigenvalue, lower bound, Neumann eigenvalue problem.
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Sea M ⊂ Rn un dominio con borde ∂M suave. El problema de valores propios
de Neumann consiste en encontrar todos los nu´meros reales µ para los cuales existe
una solucio´n no trivial φ ∈ C2(M) ∩ C1(M) que satisfacen la ecuacio´n{
∆φ+ µφ = 0 en M,
∂φ
∂η = 0 sobre ∂M.
(1)
El conjunto de valores propios para el problema de Neumann (1) consiste de
una sucesio´n creciente
0 = µ0 < µ1 < µ2 < · · ·+∞,
donde cada espacio propio asociado es finito dimensional. Dos espacios propios
correspondientes a valores propios distintos son ortogonales en L2(M). L2(M) es
la suma directa de todos estos espacios propios y cada funcio´n propia es C∞ sobre
M .
El problema de valores propios de Steklov consiste en encontrar todos los
nu´meros reales ν para los cuales existe una solucio´n no trivial ϕ ∈ C2(M)∩C1(M)
que satisfacen la ecuacio´n {
∆ϕ = 0 en M,
∂ϕ
∂η = νϕ sobre ∂M.
(2)
Al igual que en el problema de Neumann el conjunto de valores propios del
problema de Steklov (2) consiste de una sucesio´n creciente
0 = ν0 < ν1 < ν2 < · · ·+∞,
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con conclusiones ana´logas a las del problema (1). El primer valor propio no cero,
µ1, del problema (1) es conocido como el primer valor propio de Neumann. El
primer valor propio no cero, ν1, del problema (2) es conocido como el primer valor
propio del problema de Steklov. Los valores propios pueden ser caracterizados
variacionalmente. Para u ∈ C∞(M), sea
‖u‖2 =
∫
M
|u|2 +
∫
M
|∇u|2 . (3)
Sea HM := H
1(M) la completacio´n del espacio C∞(M) con la norma dada
por la ecuacio´n (3). Las caracterizaciones variacionales son las siguientes
µ1(M) = ı´nf

∫
M
|∇u|2 dυ∫
M
u2dυ
:
∫
M
udυ = 0
 , (4)
ν1(M) = ı´nf

∫
M
|∇u|2 dυ∫
∂M
u2dσ
:
∫
∂M
udσ = 0
 . (5)
Definicio´n 1.1. Una funcio´n u ∈ HM es factible para el problema (4) si∫
M
udυ = 0, en tal caso
µ1(M) ≤
∫
M
|∇u|2 dυ∫
M
u2dυ
.
Definicio´n 1.2. Una funcio´n u ∈ HM es factible para el problema (5) si∫
∂M
udσ = 0, en tal caso
ν1(M) ≤
∫
M
|∇u|2 dυ∫
∂M
u2dσ
.
Supongamos que M ⊂ Rn es un dominio con borde ∂M suave, sime´trico con
respecto al origen y con respecto a la coordenada xn y que Ω es la proyeccio´n
de M sobre el hiperplano xn = 0. Nos proponemos en esta nota encontrar
una desigualdad entre el primer valor propio de Neumann µ1(Ω) y el primer
valor propio de Steklov ν1(M). Usando la desigualdad hallada y suponiendo la
convexidad fuerte de ∂M , es decir, que la segunda forma fundamental pi sobre ∂M
satisface la condicio´n pi ≥ kI para alguna constante positiva k, demostraremos que
µ1(Ω) >
k2
2 .
Por un teorema clasico de Bonnet and Myers ([1]), si una variedad
Riemanniana n-dimensional y completaM tiene curvatura de Ricci mayor o igual a
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3
(n−1)k, donde k > 0 es una constante, entonces el dia´metro de M es a lo ma´s pi√
k
.
Por Cheng [2] se tiene el siguiente teorema de rigidez: si el dia´metro de M es igual
a pi√
k
, entonces M es isome´trica a una n-esfera de curvatura seccional constante
k. Recientemente Martin Li [4] demostro´ un teorema similar para variedades
completas con curvatura de Ricci no negativa y borde medianamente convexo.
El teorema se enuncia a continuacio´n.
Teorema 2.1. Sea M una variedad riemanniana completa n-dimensional (n ≥ 2)
con curvatura de Ricci no negativa y frontera no vac´ıa ∂M . Asumamos que la
curvatura media h de la frontera ∂M con respecto a la normal interior satisface
h ≥ k > 0 para alguna constante positiva k. Sea d la funcio´n distancia sobre M .
Entonces,
d =: sup
x∈M
d(x, ∂M) ≤ 1
k
. (6)
Adema´s, si ∂M es compacto, entonces M tambie´n es compacto y la igualdad se
tiene si y so´lo si M es isome´trica a una bola euclidiana n-dimensional de radio 1k .
Note que bajo las suposiciones de curvatura la variedad M puede no ser
compacta. Sin embargo, si se impone convexidad fuerte sobre ∂M , entonces la
convexidad fuerza a ∂M a ser compacta y en consecuencia M ser´ıa tambie´n
compacta.
A continuacio´n enunciamos dos teoremas demostrados por Escobar J. F. en
[3] en los cuales encuentra cotas inferiores para el primer valor propio de Steklov
cuando la curvatura de Ricci es no negativa y el borde es convexo. Para el caso
2 dimensional la cota es o´ptima, en dimensiones altas el mismo Escobar J. F.
conjetura que la mejor cota debe ser k.
Teorema 2.2. Sea M una variedad riemanniana compacta n-dimensional (n ≥ 3)
con curvatura de Ricci no negativa y frontera no vac´ıa ∂M . Asumamos que la
segunda forma fundamental pi sobre ∂M satisface que pi ≥ kI para alguna constante
positiva k. Entonces
ν1(M) >
k
2
(7)
Teorema 2.3. Sea M una variedad riemanniana 2-dimensional compacta con
borde. Asumamos que M tiene curvatura gaussiana no negativa y que la curvatura
geode´sica de ∂M , kg satisface kg ≥ k > 0 para alguna constante positiva k.
Entonces
ν1(M) ≥ k. (8)
La igualdad se tiene solamente para la bola euclidiana de radio k−1.
En lo que sigue M ⊂ Rn sera´ un dominio con borde ∂M suave, sime´trico con
respecto al origen y con respecto a la coordenada xn. Ω sera´ la proyeccio´n de M
sobre el hiperplano xn = 0. La segunda forma fundamental pi sobre ∂M satisface
que pi ≥ kI para alguna constante positiva k. U = {x ∈ Rn−1 | (x, 0) ∈ Ω} y
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f : U → R es una funcio´n en C1(U) ∩ C0(U), con f(−x) = f(x) > 0 para
todo x ∈ U y tal que (x, 0) ∈ ∂Ω si y so´lo si f(x) = 0. Suponemos adema´s que
M = {(x, z) ∈ U ×R | −f(x) < z < f(x)}.
Proposicio´n 3.1. Si φ es la primera funcio´n propia para el problema de Neumann
sobre Ω con valor propio µ1(Ω), entonces φ no tiene simetr´ıa par.
Demostracio´n. Del teorema de Dominios Nodales de Courant [1], N = φ−1 {0}
divide a Ω − N en dos dominios nodales Ω− y Ω+. Si suponemos que φ tiene
simetr´ıa par, entonces o´ N es una hipersuperficie sime´trica con respecto al origen
que separa Ω y tal queN∩∂Ω =  o´N es una hipersuperficie cerrada sime´trica con
respecto al origen. En el primer caso dado que la hipersuperficie N es sime´trica con
respecto al origen entonces Ω− = −Ω+, lo cual es absurdo dada la simetr´ıa par de
φ. En el segundo caso si asumimos que ∂Ω+ = N . Puesto que φ tiene un u´nico signo
sobre Ω+ entonces µ1(Ω) = λ(Ω+), donde λ(Ω+) denota el primer valor propio de
Dirichlet sobre Ω+. Puesto que Ω+ ⊂ Ω entonces µ1(Ω) = λ(Ω+) ≥ λ(Ω). De [5]
sabemos que µ1(Ω) < λ(Ω). Tenemos as´ı una contradiccio´n y por lo tanto φ no
puede ser par.
Teorema 3.1. Sea φ primera funcio´n propia para el problema de Neumann sobre
Ω con valor propio µ1(Ω). Sea ν1(M) el primer valor propio correspondiente al
problema de Steklov sobre M . Entonces
ν1(M) < (ma´x f
U
)µ1(Ω). (9)
Demostracio´n. Supongamos primero que φ tiene simetr´ıa impar, es decir,
φ(−x, 0) = −φ(x, 0) para todo x ∈ U . Sea ϕ : M → R definida por
ϕ(x, z) = φ(x, 0),
puesto que ∫
∂M
ϕdσ = 2
∫
U
φ(x, 0)
√
1 + |∇f |2dx = 0,
de la definicio´n (1.1) ϕ es factible para el problema de Steklov, y por lo tanto
ν1(M) ≤
∫
M
|∇ϕ|2 dυ∫
∂M
ϕ2dσ
=
2
∫
U
f(x) |∇φ|2 dx
2
∫
U
φ2
√
1 + |∇f |2dx
< (ma´x f
U
)
∫
Ω
|∇φ|2∫
Ω
φ2
= (ma´x f
U
)µ1(Ω).
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De otro lado si φ no es impar, entonces ψ(ξ) = φ(ξ) − φ(−ξ) es impar y no
nula por la proposicio´n (3.1). Sobre la frontera de Ω,
∇ψ(ξ) = ∇φ(ξ) +∇φ(−ξ),
y por lo tanto
∂ψ
∂η
(ξ) = 〈∇φ(ξ), η(ξ)〉+ 〈∇φ(−ξ), η(ξ)〉
= 〈∇φ(ξ), η(ξ)〉 − 〈∇φ(−ξ), η(−ξ)〉
=
∂φ
∂η
(ξ)− ∂φ
∂η
(−ξ) = 0.
Tambie´n, sobre Ω,
∆ψ(ξ) = ∆φ(ξ)−∆φ(−ξ)
= −µ1(Ω)φ(ξ) + µ1(Ω)φ(−ξ)
= −µ1(Ω)(φ(ξ)− φ(−ξ)) = −µ1(Ω)ψ(ξ).
Tenemos de nuevo una funcio´n propia impar y desde luego la desigualdad (9).
Teorema 3.2. El primer valor propio µ1(Ω) para el problema de Neumann sobre
Ω satisface la desigualdad µ1(Ω) >
k2
2 .
Demostracio´n. Sea d como en el teorema 2.1. De la ecuacio´n (9)
µ1(Ω) >
ν1(M)
(ma´x f
U
)
. (10)
De los teoremas 2.1 y 2.2 obtenemos
µ1(Ω) >
ν1(M)
(ma´x f
U
)
>
k
2d
≥ k
2
2
. (11)
Sea F (x, y, z) = x
2
a2 +
y2
b2 +
z2
c2 , a ≥ b ≥ c > 0. Sea M la regio´n acotada por el
elipsoide F (x, y, z) = 1 y Ω la proyeccio´n de M sobre el plano z = 0. La segunda
forma fundamental pi en cualquier punto P = (x, y, z) ∈ ∂M viene dada por
pi(v, v) =
〈(HF )(v), v〉
|∇F | , (12)
4
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donde HF es el hessiano de F en P , ∇F es el gradiente de F en P y v es tangente
a ∂M en P . Tenemos as´ı:
pi(v, v) =
〈(HF )(v), v〉
|∇F | =
v21
a2 +
v22
b2 +
v23
c2√
x2
a4 +
y2
b4 +
z2
c4
≥
v21
a2 +
v22
a2 +
v23
a2√
x2
c2a2 +
y2
c2b2 +
z2
c2c2
=
c
a2
|v|2 .
En tal caso k = ca2 . Si c > b, obtenemos k =
b
a2 . En la primera situacio´n se
tiene µ1(Ω) >
c2
2a4 y en la segunda µ1(Ω) >
b2
2a4 . Se concluye de aqui que la mejor
cota es b
2
2a4 . Esta cota se obtiene tomando un elipsoide con c ≥ b y no depende
del valor de c. En el caso particular que Ω sea un c´ırculo de radio R, obtenemos
µ1(Ω) >
R2
2R4 =
1
2R2 .
Hemos obtenido una cota inferior para el primer valor propio de Neumann en
dominios euclidianos sime´tricos. Nuestra cota inferior esta´ ligada a la cota inferior
hallada por Escobar para el primer valor propio de Steklov [3]. Sabemos que la
cota de Escobar no es o´ptima, as´ı nuestra cota tampoco es la o´ptima. La cota
mejora si la conjetura de Escobar resulta cierta, en tal situacio´n como en el caso
bidimensional la desigualdad queda µ1(Ω) > k
2. Puesto que en la bola de radio
R el primer valor propio de Steklov es ν1(M) = 1/R, podemos decir que para
la bola de radio R el primer valor propio de Neumann satisface la desigualdad
µ1(Ω) > 1/R
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